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Dé&finition L ) S ,
_ Primitives d’une fonction continue

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R.
On dit que F est une primitive de f sur I si I’ est dérivable sur I et si, pour tout réel = de I,

Fi(z) = f(x).

o F(x)= 5332 est une primitive de f(z) = x sur R;
1
e F(x)= ~3 sin(3x 4+ 5) — 7 est une primitive de f(z) = cos(3z + 5) sur R.

1
o F(z)= - est une primitive de f(z) = 3 Su ]0; +00] et sur |—o0; 0].

THE&oOréme

Existence
Toute fonction continue sur un intervalle posséde des primitives sur cet intervalle.

RéMarque

Une fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives.
En effet, si F' est une primitive de f sur I, alors, pour k € R, F' + k l’est aussi car, sur I :

(F(x)+ k) =F'(z)+ K = f(z) +0= f(x).

On dit que les primitives sont définies & une constante pres.

PHOpriété

Soit f une fonction continue sur I, et soient F' et G deux primitives de f.
Alors, F' — (G est une fonction constante sur I.

Démonstration

Si F' et G sont deux primitives de f sur I, I/ =G = f.
Donc, F' — G' =0, soit (F — G)" = 0. Ce qui signifie que la fonction F'— G est constante sur I.
[ |

PPOpriété

Soit f une fonction continue sur I. Soient z( et yo deux réels, zy € 1.
Il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F'(zq) = yo.




Démonstration

Soit F' une des primitives de f sur I. On sait que toutes les primitives de f sont de la forme
F +k; il suffit donc de chercher k pour que F(zg)+ k = yo. On trouve une solution unique pour
k, k = —F(x9) + 3o, donc il existe une et une seule primitive vérifiant la condition imposée.
Cette solution G est telle que G(z) = F(x) — F(x0) + yo. [

Trouvons la primitive de la fonction carré qui prend la valeur 1 en 2.

1
L’ensemble des primitives de la fonction carré est 'ensemble des fonctions F(x) = 5333 + k,
keR.

1 8 5

On veut que F(2) = 17 donc §23 +k - 1, soit k=1— § = —§
1 )
On trouve alors que la primitive cherchée est la fonction F(z) = §x3 —3

Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Soient a et b deux nombres de 1. Soit F

une primitive de f.
La différence F'(a) — F'(b) ne dépend pas de la primitive choisie.

Démbonstration

Soient F; et F, deux primitives de f sur I.
Alors, il existe un réel k tel que Fy(x) = Fi(x) + k. On a alors :
Fy(a) — F3(b) = Fi(a) + k — (Fy(a) + k)
= Fi(a)+k— Fy(a) — k
= Fi(a) — F1(b)

Nous voyons alors que les deux différences sont égales. |

Primitives des fonctions usuelles
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des fonctions usuelles
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Il existe des fonctions dont on ne connait pas de primitives; par exemple, x — e™*".
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